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Resumo
No processo de acumulação de moléculas em uma superfície, as partículas são alojadas em
sítios, processo chamado de adsorção. Tal fenômeno possuí grande importância tecnológica
em diversas áreas como, na purificação e separação de misturas em industrias petrolíferas,
em tratamentos de efluentes e na fabricação de biomateriais como próteses e implantes.
Portanto, estudos envolvendo o desenvolvimento e aprimoramento de materiais adsorventes
e a compreensão do processo de adsorção são de grande importância à pesquisa de materiais
que possam, além de ser usados como adsorventes, ser economicamente viáveis. Assim,
propôs-se neste trabalho o estudo do comportamento assintótico da configuração das
partículas formadas pelo processo de adsorção por meio de um modelo probabilístico. O
modelo considerado para a análise do comportamento do processo de crescimento permite
a adsorção em multicamadas sem restrição ao número de partículas a serem adsorvidas e
considera o método de adsorção no qual o destino da partícula a ser adsorvida é afetado
pela vizinhança de cada sítio. O principal resultado obtido foi a ocorrência de explosão
quando a probabilidade de adsorção em um sítio k é proporcional à eλkUk .
Palavras-chave: adsorção; modelo probabilístico; estrutura assintótica; processo de cres-
cimento.
Abstract
In the process of accumulation of molecules on a surface, called process of adsorption, the
particles are allocated in vertices of a graph. Such phenomenon has great technological
importance in the purification and separation of mixtures in petroleum industries, in effluent
treatment, and in the manufacture of biomaterials such as prostheses and implants.Thus,
this paper refers to the study of the asymptotic behavior of a growth process, which is
the process of adsorption of particles in an infinite number of sites, using a probabilistic
model. The model considered here allows the adsorption in multilayer without restriction
to the number of particles adsorbed and considers the cooperative sequential adsorption
model. The main result obtained was the occurrence of an explosion when the probability
of adsorption at a site k is proportional to the eλkUk .
Keywords: adsorption; probabilistic model; asymptotic structure; growth process.
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Introdução
O processo de crescimento de partículas em uma superfície sólida, ocorrido pelo
acúmulo químico ou físico dessas por mecanismos químicos, na interface entre a superfície
sólida e a solução é chamado de processo de adsorção.
O processo de adsorção pode ocorrer por duas formas distintas, adsorção física
e adsorção química. Na adsorção física, as moléculas ou átomos se aderem à superfície
do adsorvente, em geral, por ligações intermoleculares. A adsorção química ocorre por
ligações químicas, assim existe uma forte ligação da molécula adsorvida à superfície do
adsorvente, sendo o processo irreversível desde que não haja uma quantidade relativamente
grande de energia.
O modelo básico utilizado para a adsorção é o modelo da adsorção sequencial
aleatória (ASA). Nesse modelo, a probabilidade de adsorção é a mesma, ou seja, as
partículas são adsorvidas de maneira aleatória e independente dos estados vizinhos e
excluindo-se sobreposições. A ASA não é apropriada para muitos processos físicos, químicos
e biológicos, nesses casos, é mais apropriado o modelo da adsorção sequencial cooperativa
(ASC). No modelo ASC, o destino da partícula a ser adsorvida é afetado pela vizinhança
de cada sítio, o que pode contribuir para a adsorção da próxima partícula ou vice-versa.
A adsorção é importante em inúmeras situações no dia a dia, como por exemplo,
a utilização de carvão ativado em geladeiras para reter o odor originado dos alimentos ou
nos purificadores de água de uso doméstico que utilizam carvão aditivado para remover, por
meio de adsorção, impurezas contidas na água. A adsorção também ocorre nos catalisadores
dos automóveis que adsorvem óxido de carbono pCOq e molécula de oxigênio pO2q sobre a
superfície do catalisador.
Existem vários estudos envolvendo o desenvolvimento e aprimoramento de
materiais adsorventes, como biomateriais aplicados em processos de purificação e materiais
que podem ser utilizados para substituir ou reparar tecidos em falta e colaborar com a
interação com o corpo humano. Aguiar, Novaes e Guarino (2002), estudaram tipos de
adsorventes para serem usados na purificação da água e Rezende et al. (2015), estudaram
a influência da adsorção de proteínas na osseointegração em implantes dentários. Segundo
os autores, a adsorção apresenta influência decisiva nas interações subsequentes entre as
células e o implante, já que células só irão aderir e se proliferar sobre uma superfície
recoberta por proteínas adsorvidas.
A compreensão dos fenômenos de adsorção é, portanto, de grande importância
à pesquisa de materiais que possam, além de ser usados como adsorventes, ser economica-
mente viáveis. Assim, o objetivo desse trabalho é estudar o comportamento do processo
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de adsorção por meio de um modelo probabilístico.
O modelo considerado para o estudo do comportamento do processo de cres-
cimento permite a adsorção em multicamadas sem restrição ao número de partículas a
serem adsorvidas e considera o modelo ASC. Como não há limitação quanto ao número
de partículas adsorvidas em cada sítio, temos o interesse em estudar a estrutura assin-
tótica da configuração formada pelas partículas. A probabilidade de adsorção no sítio
k é proporcional à uma função fpλk, Ukq, em que λk ą 0 e Uk é o total de partículas
adsorvidas na vizinhança do sitio k, assim a quantidade de partículas na vizinhança de um
sítio juntamente com o valor de λk , influencia a probabilidade de adsorção da próxima
partícula.
Os principais resultados obtidos, quando a probabilidade de adsorção no sítio
k é proporcional à eλkUK , foram que a partir de um certo tempo existe um sítio, com
probabilidade positiva de adsorver uma partícula e com λ sendo máximo local, tal que as
partículas são adsorvidas por esse sítio quase certamente. Quando os λ1s são decrescentes a
partir de um certo tempo as partículas são adsorvidas no sítio 1 quase certamente. Já para
λ1s crescentes as partículas são adsorvidas por sítios subsequentes. Além disso, foi obtido
que para todos os λ1s analisados em um tempo finito infinitas partículas são adsorvidas.
Este trabalho encontra-se estruturado da seguinte forma: no capítulo 1 são
apresentadas algumas definições e fundamentação teórica necessárias nos capítulos poste-
riores. No capítulo 2, está apresentado os modelos e os resultados obtidos. No capítulo
3 estão as demonstrações dos resultados. O capítulo 4 apresenta uma discussão sobre as
simulações e os gráficos obtidos para verificar a estrutura do processo de adsorção.
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1 Preliminares
Neste capítulo serão apresentados algumas definições e resultados necessários
para os capítulos posteriores.
1.1 Cadeia de Markov em tempo discreto
Ao construir um processo estocástico Xt : pΩ,Fq Ñ pX,F 1q, um dos desafios é
modelar a dependência e apresentar uma melhor representação da realidade. De acordo
com Resnick (2013), um processo de Markov é um caso particular de processo estocástico
que equilibra bem essas duas exigências, já que tem a propriedade de que, condicionada a
estados passados até o presente, a estrutura probabilística do futuro depende apenas do
estado presente.
Um processo de Markov é denominado cadeia de Markov quando Xt esta
definido em um espaço de estados discreto. Menshikov, Popov e Wade (2016), definem
cadeia de Markov da seguinte forma
Definição 1. Um processo Xt, adaptado à Ft com valores no espaço de estados pX,F 1q,
é uma cadeia de Markov se para qualquer B P F 1, t ě 0 e m ě 1,
P rXt`m P B | Fts “ P rXt`m P B | Xts, q.c. (1.1)
Essa igualdade é chamada propriedade de Markov e uma matriz P “ tpi,jui,jPX,
em que pi,j “ P pXt`1 “ j | Xt “ iq, é chamada de matriz de transição da cadeia de
Markov. O valor pi,j representa a probabilidade de transição do estado i para o estado j.
Como são probabilidades e sabendo que o processo deve fazer uma transição para algum
estado, então
pi,j ě 0, (1.2)
para todo i, j e ÿ
kPX
pi,k “ 1. (1.3)
De acordo com Bremaud (2013), a matriz P indexada por X e satisfazendo as
propriedades acima também pode ser chamada de matriz estocástica.
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1.1.1 Recorrência e transiência
Considere um processo Xt adaptado à filtração Fn com valores no espaço de
estados pX,F 1q. Para A P X pode-se definir τA da seguinte forma
τA :“ mintt ě 0 : Xt P Au, (1.4)
e
τ`A :“ mintt ě 1 : Xt P Au. (1.5)
Definição 2. Para uma cadeia de Markov Xt, um estado x P X é denominado recorrente
se
Pxpτ`x ă 8q “ 1. (1.6)
Um estado recorrente pode ser classificado como recorrente positivo se
Exτ
`
x ă 8, (1.7)
e recorrente nulo se
Exτ
`
x “ 8. (1.8)
Definição 3. Para uma cadeia de Markov Xt, um estado x P X é denominado transiente
se
Pxpτ`x ă 8q ă 1. (1.9)
Portanto, um estado é dito ser transiente se, entrando nesse estado, o processo
pode nunca retornar e recorrente se entrando nesse estado, o processo irá retornar para
esse estado. Se o processo entrar em um estado e nunca deixar esse estado então o processo
é dito absorvente, ou seja, PxrXn “ xs “ 1 para todo n P N. Uma cadeia de Markov é
recorrente se todos os seus estados são recorrentes e transiente se todos os seus estados
são transientes.
Outra propriedade de cadeia de Markov é a irredutibilidade, que pode ser
definida como
Definição 4. Uma cadeia de Markov é dita irredutível se Pxrτy ă 8s ą 0 para todo
x, y P X.
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Cadeias de Markov em tempo discreto também pode ser classificadas de acordo
com o período, como a definição a seguir
Definição 5. Para uma cadeia de Markov irredutível, o período desta é definido como
o máximo divisor comum de tn P N : PxrXn “ xs ą 0u. Se a cadeia tem período 1 é
aperiódica.
Para analisar o comportamento a longo prazo das probabilidades de transição,
existem teoremas assintóticos que estabelecem sob certas restrições que cadeias de Markov
convergem para uma distribuição chamada distribuição estacionária.
Definição 6. Uma distribuição de probabilidade pi “ tpij, j P Xu é uma distribuição




pikpk,j, j P X.
Se há um número finitos estados então pi “ ppi1, pi2, ¨ ¨ ¨ , pinq e pode-se, então
encontrar a distribuição invariante resolvendo um sistema linear de equações
pi “ piP,
além disso a condição
pi1 ` pi2 ` ¨ ¨ ¨ ` pin “ 1,
deve ser satisfeita.
Sabe-se que um sistema de equações desse tipo pode ter única solução, múltiplas
soluções, ou ainda pode não ter solução. O que garante a existência de uma única solução
é a ergodicidade, que pode ser definida como
Definição 7. Uma cadeia é dita Ergódica se for irredutível, recorrente positiva e aperiódica.
Segundo Durrett (2016), a importância da cadeia de Markov vêm de dois fatos,
a aplicação em área biológicas, físicas, econômicas e sociais e por apresentar uma teoria bem
desenvolvida. Em uma cadeia de Markov, embora os estados sejam discretos, o parâmetro
t pode assumir valores em conjuntos discretos ou contínuos, nesse caso tem-se uma cadeia
de Markov em tempo contínuo.
1.2 Cadeia de Markov em tempo contínuo
Um processo estocástico pXptq, t P R`q é uma cadeia de Markov em tempo
contínuo se vale a condição de Markov de que o estado futuro depende somente do estado
atual e é independente dos estados passados. A diferença entre uma cadeia de Markov em
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tempo discreto e em tempo contínuo é que em tempo contínuo as transições dos estados
podem ocorrer a qualquer momento.
Para uma cadeia de Markov em tempo contínuo, considera-se uma matriz, onde
cada elemento não diagonal da linha i e coluna j representa a taxa de transição do estado
i para o estado j, denominada gerador infinitesimal.
Denota-se o gerador infinitesimal da cadeia de Markov por Γ “ pΓxy, x, y P Xq,









se γx ‰ 0
0 se γx “ 0
para x ‰ y, e Pxx “
#
0 se γx ‰ 0
1 se γx “ 0
(1.10)
Então P é uma matriz de transição de uma cadeia de Markov em tempo discreto, chamada
de cadeia imersa, definida por p rXptq, t P Z`q.
Propriedades como recorrência, transiência e irredutibilidade são análogas às
consideradas em uma cadeia de Markov em tempo discreto, já que uma cadeia de Markov
em tempo contínuo possui tais propriedades se, e somente se, a cadeia imersa possui.
Supondo que a cadeia de Markov é irredutível e que 0 ă γx ă 8 para todo todo
x no espaço de estados, define-se a sequência σ “ pσnqně1 de tempos de espera aleatórios,
condicionados a rX, distribuídos exponencialmente, ou seja,
P pσn P ds | rXq “ γ rXn´1e´sγĂXn´1IR`psqds, n ě 1, (1.11)
Assim,
Erσn | rXs “ 1
γ rXn´1 . (1.12)
Dessa forma, a sequência τ “ pτnqnPN de tempos de pulos aleatórios pode ser




A distribuição estacionária, assim como as outras propriedades da Cadeia de
Markov em tempo contínuo, é obtida pela matriz de transição da cadeia imersa P . Já
para definir a ergodicidade de uma cadeia de Markov em tempo contínuo será necessário a
próxima definição
Definição 8. Um processo é denominado regular se
Pirτ8 “ 8s “ 1, @i P X.
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Resnick (2013), define ergodicidade de uma cadeia de Markov em tempo
contínuo como
Definição 9. Uma cadeia de Markov regular tXptq, t ě 0u é ergódica se rXptq é recorrente,
irredutível e existe uma distribuição estacionária.
1.2.1 Explosão
Em uma cadeia de Markov em tempo contínuo o tempo de permanência em
um estado é distribuído exponencialmente, e assim no caso de taxas não homogêneas e
não limitadas pode então ocorrer infinitas mudanças de estados em um tempo finito. Seja
ζ “ lim
nÞÑ8 τn, assim a cadeia de Markov explode se tζ ă 8u, ou seja, se em um tempo finito
ocorre infinitas mudanças de estado. Kersting e Klebaner (1995), definem explosão da
seguinte forma
Definição 10. Seja Xptq uma cadeia de Markov em tempo contínuo e considerando tempo





γ rXn ă 8, (1.13)
em que rXptq é o estado da cadeia imediatamente após a n-ésima passagem.




γ rXn “ 8
ff
“ 1, então se não
ocorre explosão a cadeia de Markov é regular.
Verificar a ocorrência ou não do fenômeno de explosão pode ser difícil, já que
requer o conhecimento de toda a trajetória da cadeia de Markov imersa. Portanto, alguns
teoremas, como os apresentados por Menshikov e Petritis (2014), são usados para verificar
tal fenômeno. Para apresentar esses teoremas, são necessárias notações como de funções
mensuráveis no espaço de estados (X,F 1), definido como
mF 1 :“ tf : XÑ R | f é F 1 ´mensúravelu (1.14)
e domínio da função geradora
DompΓq :“ tf P mF 1 :
ÿ
yPXzx
Γx,y|fpyq| ă `8, @x P Xu (1.15)
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Teorema 1.2.1. São equivalentes:
1. D f P Dom`pΓq estritamente positiva e ε ą 0 tal que Γfpxq ď ´ε, @ x.
2. O tempo de explosão ζ satisfaz Exζ ă `8, @x P X.
Proposição 1. Seja f P Dom`Γ uma função limitada e estritamente positiva em que b “
sup
xPX
fpxq, assumindo que exista uma função crescente, não necessariamente estritamente




gpyqdy ă 8. Se Γfpxq ď ´gpfpxqq
para todo x P X, então Exζ ă 8 para todo x.
A última proposição é útil apenas quando inf
xPX gpfpxqq “ 0, já que essa condição
é mais fraca do que a condição requerida no Teorema 1.2.1. O próximo teorema garante
explosão considerando um subconjunto próprio de X.
Teorema 1.2.2. Seja A um subconjunto próprio, finito ou infinito, de X e f P Dom`pΓq
tal que
1. Existe x0 R A com fpx0q ă inf
xPA fpxq,
2. Γfpxq ď ´ε em Ac
Então, Exrζ | τA “ 8s ă 8.
Já o próximo teorema garante a não ocorrência de explosão.
Teorema 1.2.3. Seja f P Dom`pΓq. Se
1-f ÝÑ 8
2- Existe uma função crescente, não necessariamente estritamente crescente, g : R` Ñ R`




gpyq ă `8, para todo z P R`, mas limzÑ8Gpzq “ 8.
3-Γfpxq ď gpfpxqq, para todo x P X,
Então Pxpζ “ `8q “ 1, para todo x P X.
As demostrações dos últimos teoremas e da última proposição apresentada
podem ser encontradas em Menshikov e Petritis (2014).
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Como um exemplo de cadeia de Markov, pode-se considerar um jogo de tabuleiro
cuja posição do jogador é definida pelo lançamento de um dado, pois nesse caso a próxima
posição dependerá apenas da posição atual do jogador. Já em um jogo de baralho, o sorteio
de uma carta depende das outras cartas que foram sorteadas e não apenas da última.
Portanto não é uma cadeia de Markov.
Um outro exemplo clássico de aplicabilidade das Cadeias de Markov em teoria
dos jogos talvez seja o problema da ruína do jogador. Podemos também citar a teoria de
filas, processos migratórios, epidemiológicos, difusão de informação e muitos outros como,
processo de acumulação de moléculas na superfície de um material.
No processo de acumulação de moléculas em uma superfície, as partículas são
alojadas em sítios, processo chamado de adsorção, e a probabilidade de alojamento de uma
nova partícula em um determinado sítio vai depender apenas da última configuração de
partículas alojadas, caracterizando assim um processo de Markov. Além disso, o processo
pode ser também caracterizado como um processo de crescimento.
1.3 Adsorção
De acordo com Pozza et al. (2009) “O fenômeno de adsorção pode ser entendido
como o acúmulo químico ou físico de uma substância ou material por mecanismos químicos,
principalmente na interface entre a superfície sólida (adsorvente) e a solução (adsorvato)”.
O fenômeno da adsorção ficou conhecido desde o século XVIII, quando C. W.
Scheele observou que substâncias porosas possuíam a propriedade de adsorverem vapores,
segundo Weber (1972). Porém vários fenômenos associados a adsorção já eram conhecidos
e de acordo com Rouquerol et al. (2013), propriedades adsorventes de materiais como
argila, areia e carvão eram utilizadas pelos antigos egípcios, gregos e romanos. A partir
daí vários estudos foram realizados em sistemas constituídos de sólidos e gases.
Segundo Rouquerol et al. (2013), a adsorção possui grande importância tecno-
lógica. Atualmente, o processo de adsorção é importante em inúmeras situações como, por
exemplo, nos purificadores de água de uso doméstico que utilizam carvão aditivado para
remover, por meio de adsorção, impurezas contidas na água. A adsorção também ocorre nos
catalisadores dos automóveis que adsorvem óxido de carbono (CO) e molécula de oxigênio
pO2q sobre a superfície do catalisador. A adsorção de proteínas também é um processo
de extrema importância na interação entre biomateriais e tecidos. A osseointegração, por
exemplo, está relacionada com o filme de óxido formado sobre a superfície do titânio de
um implante e as proteínas sobre ele adsorvidas.
O adsorvato concentra-se na superfície do adsorvente, assim segundo Borba
(2006), quanto maior for esta superfície, maior será a eficiência da adsorção, ou seja,
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depende da área da superfície. Segundo Ansón et al. (2004) a quantidade de moléculas
absorvidas pela superfície depende de várias condições e características além da área da
superfície, como temperatura, pressão, distribuição de energia superficial.
Na Figura 1, está apresentado um esquema simplificado do processo de adsorção,
considerando um segmento t1, 2, . . . , 10u, em que apenas uma partícula pode ser adsorvida
em cada sítio. Cada espaço vazio representa um sítio e de acordo com esse esquema apenas
mais 3 partículas poderão ser adsorvidas pela superfície. Esse tipo de adsorção representa
à formação de uma monocamada.
Figura 1 – Esquema representado com superfícies livres e ocupadas em uma superfície
com 10 sítios na formação de monocamada.
Na Figura 2, observa-se um esquema de um processo de adsorção, considerando
o mesmo segmento, no qual cada sitio pode adsorver mais de uma partícula, tendo assim
uma adsorção que representa à formação de multicamadas.
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Figura 2 – Esquema representado com superfícies livres e ocupadas em uma superfície
com 10 sítios na formação de multicamadas.
O termo “adsorção” trata-se do processo no qual as moléculas se acumulam
na camada interfacial e dessorção denota o processo inverso segundo Dabrowski (2001).
A adesão das partículas, átomos e moléculas à superfície do adsorvente pode ocorrer por
duas formas distintas, adsorção física ou fisiossorção e adsorção química ou quimiossorção.
Dabrowski (2001), define adsorção física e química, respectivamente como
Definição 11. A adsorção física é a que acontece por meio de forças físicas, geralmente
ocorre por meio de forças de Van der Walls.
Definição 12. Na adsorção química o processo ocorre por forças químicas, as moléculas ou
átomos aderem-se à superfície através de ligações químicas que normalmente são covalentes.
Na adsorção física, apesar de ligações intermoleculares, os átomos ou moléculas
se aderem à superfície por uma atração fraca. Alem disso é um processo reversível. Em
ligações químicas, existe uma forte ligação da molécula adsorvida à superfície e o processo
é irreversível desde que não haja uma quantidade relativamente grande de energia.
A adsorção física pode ocorrer em todas as superfícies desde que as condições
de temperatura e a pressão sejam favoráveis. Já a adsorção química ocorre apenas entre
determinados adsorventes e se, somente se, a superfície não tiver moléculas previamente
adsorvidas. Assim, na adsorção química se forma uma única camada molecular adsor-
vida(monocamada), ao contrário da adsorção física que, sob condições apropriadas, pode
resultar na formação de camadas moleculares sobrepostas (multicamadas).
O modelo básico utilizado para a adsorção é o modelo da adsorção sequencial
aleatória (ASA) que, segundo Evans (1993), tem sido utilizado em estudos de reações em
cadeias de polímeros, quimissorção em superfícies monocristalinas, adsorção em sistemas
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coloidais e transformações em estado sólido. Nesse tipo de adsorção, a probabilidade
de adsorção é a mesma, ou seja, as partículas são adsorvidas de maneira aleatória e
independente da quantidade de partículas já adsorvidas nos estados vizinhos.
De acordo com Evans (1993), o modelo da adsorção sequencial cooperativo
(ASC), é por vezes mais apropriado e pode exibir uma cinética mais rica e uma estrutura
espacial. Na ASC o destino da partícula a ser adsorvida é afetado pela vizinhança de cada





A quantidade Ukptq é chamada de potencial do sítio k no tempo t e upkq é uma
vizinhança do sítio k. Shcherbakov e Volkov (2010), consideram três possibilidades para se
obter a vizinhança upkq:
(A1) Modelo de não interação
upkq “ tku
.
(A2) Modelo de interação assimétrica
upkq “ tk, k ` 1u
.
(A3) Modelo de interação simétrica
upkq “ tk ´ 1, k, k ` 1u
.
O processo de crescimento descrito acima descreve adsorção de partículas nos
sítios, e ξkptq representa o número de partículas adsorvidas no sítio k em um tempo t.
Shcherbakov e Volkov (2010), estudaram a estabilidade de um processo de
crescimento considerando o modelo ASC, com taxa de transição igual à βUiptq, em que
Ui é o potencial do sítio i, com um número de sítios finitos i “ 1, 2, . . . , N ` 1. O estudo
foi feito considerando as três diferentes possibilidades de vizinhança e diferentes valores
de β. Considerando ζiptq “ ξiptq ´ ξN`1ptq, i “ 1, 2, . . . , N , que também é uma cadeia de
Markov, denominada processo de diferenças, os autores definem estabilidade como
Definição 13. O processo de crescimento é instável se o processo de diferenças é uma
cadeia de Markov (recorrente positiva) ergódica. Caso contrário, o processo é considerado
não instável.
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A partir da definição Shcherbakov e Volkov (2010), obtêm três importantes
teoremas:
Teorema 1.3.1. Suponha upiq “ tiu, com i “ 1, 2, . . . , N ` 1.
(1) Se 0 ă β ă 1, então a cadeia de Markov pζptq, t P Z`q é ergódica.
(2) Se β ą 1, então a cadeia de Markov pζptq, t P Z`q é transiente.
Teorema 1.3.2. Seja upiq “ ti, i` 1u, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , N ` 1, então se N “ 2 e 0 ă β ă 1 a
cadeia de Markov pζptq, t P Z`q é ergódica.
Teorema 1.3.3. Seja upiq “ ti´ 1, i, i` 1u, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , N ` 1. Então a cadeia de Markov
pζptq, t P Z`q é transiente se N ě 3 e β P p0, 1q Y p1,8q, além disso, Se β ě 1 então com
probabilidade 1 existe k P t1, ¨ ¨ ¨ , N ` 1u tal que
lim
tÞÑ8 ξiptq “ 8






em que c “ lim
tÞÑ8rξk`1ptq ´ ξkptqs P Z.
Por esses teoremas pode se garantir a instabilidade de um processo de cresci-
mento com um número de sítios finito. Já o estudo da estrutura assintótica da configuração
formada pela adsorção de partículas quando o tempo aumenta é um problema típico dos
modelos de urnas, em particular, o modelo está diretamente relacionado com o modelo
de urnas de Polya. No modelo geral de urna de Polya bolas coloridas são adicionadas em
uma urna e é retirada aleatoriamente uma bola da urna, essa bola é retornada à urna
juntamente com outra bola adicional da mesma cor da bola sorteada.
No modelo de crescimento correspondente à adsorção de partículas, cada sítio
i em que as partículas podem ser adsorvidas corresponde à i cores diferente das bolas que
estão na urna e a probabilidade de escolha de cada cor de bola, assim como a probabilidade
do sítio adsorver a partícula é proporcional à Γi.
Costa et al. (2018) realizou um estudo de um modelo probabilístico que descreve
uma alocação sequencial de partículas em um grafo de ciclo finito. Na próxima seção será
considerado um processo de crescimento, também pelo modelo de adsorção sequencial
cooperativa, considerando um número infinito de sítios.
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2 Modelos e Resultados
Este capítulo apresenta a descrição do modelo do processo de adsorção, bem
como as notações e os resultados obtidos.
2.1 Descrição do modelo
Considerando Xptq “ pξ1ptq, ξ2ptq, ¨ ¨ ¨ q um processo de crescimento em tempo
contínuo sobre N e adaptado à filtração Fptq “ σpXpsq, s ď tq em que, ξ1p0q “ 1 e para
j ą 1 ξjp0q “ 0. Definimos, para a configuração Xptq “ x “ pξ1, ξ2, . . . q P ZN`, tal queÿ
ξi ă 8, a taxa com que cada partícula é alocada em um sitio i por
Γipxq :“
#
fpλi, Uipxqq, Uipxq ‰ 0
0, Uipxq “ 0
(2.1)
em que λi ą 0 para todo i e Ui é definido como no modelo de interação simétrica de
Shcherbakov e Volkov (2010), ou seja,
Ui “
#
ξi´1 ` ξi ` ξi`1, i ą 1
ξ1 ` ξ2, i “ 1
(2.2)
A quantidade Uipxq é o potencial do sítio i dada a configuração x. A probabili-
dade do sítio i adsorver a próxima partícula esta relacionada com o potencial do sítio, o
que caracteriza um processo de crescimento com interação cooperativa.
Sejam ω1, ω2, . . . os momentos de transição:
ω1 “ inftt,Xptq ‰ Xp0qu
ω2 “ inftt ą ω1, Xptq ‰ Xpω1qu
ω3 “ inftt ą ω2, Xptq ‰ Xpω2qu
...
ωn “ inftt ą ωn´1, Xptq ‰ Xpωn´1qu
...
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, se y “ x` ei
0, caso contrário
, (2.3)
em que ei “ pξ1, ξ2, ¨ ¨ ¨ q com ξi “ 1 e ξj “ 0 para todo j ‰ i e
8ÿ
j“1
Γjpxq ă 8, já que há
um número finito de partículas na configuração x.
A partir do modelo é possível obter resultados sobre a estrutura assintótica
da configuração formada pela adsorção das partículas. Para apresentar os resultados, é
necessário antes definir os seguintes eventos
AIt :“ t no tempo t uma partícula é alocada em Iu, (2.4)





Assim, o evento Airt,8q significa que a partir do tempo t todas as partículas são
adsorvidas somente pelo sítio i. Outra definição importante e utilizada em algumas das
demonstrações é a de ei que é um vetor que recebe o valor 1 na posição i e 0 nas demais.
2.2 Taxas exponenciais
A taxa exponencial com que cada partícula é alocada em um sitio i pode ser
definida, considerando a configuração Xptq “ x “ pξ1, ξ2, . . . q P ZN`, como
Γipxq :“
#
eλiUipxq, Uipxq ‰ 0
0, Uipxq “ 0
(2.6)
em que λi ą 0 para todo i e Ui é definido como em (2.2).
Um resultado importante que será apresentado é que o evento Airt,8q ocorre
quase certamente para um t e um determinado sítio i. Considerando M Ă t1, 2, . . . u
o conjunto de máximos locais da função i Ñ λi será visto que esse sítio i será sempre
algum sítio em M , dependendo apenas da configuração inicial x. E ainda, como o tempo é
contínuo, é necessário verificar se ocorre ou não explosão.
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2.2.1 Explosão
A sequência dos momentos de transição aleatórios pode também ser escrita
como ω0 :“ 0 e ωn :“
nÿ
j“1
σn, em que σn é o tempo entre alocação de partículas com
distribuição exponencial. Considerando ζ “ lim
n ÞÑ8ωn, dessa forma se ζ ă 8, então são
adsorvidas infinitas partículas em um tempo finito, portanto ocorre explosão. Se ζ “ 8,
então infinitas partículas são adsorvidas somente em um tempo infinito, e nesse caso não
ocorre explosão. O resultado apresentado abaixo, garante a ocorrência de explosão no
modelo exponencial apresentado.
Teorema 2.2.1. Para todo x P ZN` tem-se que ζ ă 8.
2.2.2 Taxas decrescentes
Seja a função iÑ λi decrescente, entãoM “ 1. Dessa forma o próximo teorema
garante que a partir de um certo tempo as partículas serão adsorvidas apenas no primeiro
sítio.
Antes de enunciar o teorema é necessário considerar a próxima hipótese,
Hipótese 1. Para toda configuração x existe N tal que PxpDj : PxpAjωN q ą δq ą ε.
Outra hipótese equivalente seria que considerando uma configuração inicial x
as próximas partículas serão adsorvidas até um sítio S ă 8, que pode ser apresentada
como
Hipótese 2. Seja λi ą λi`1 para todo i P t1, 2, . . . u então existe quase certamente um
sítio aleatório S tal que nenhum sítio l ą S adsorve partículas.
Uma ideia da demonstração das hipóteses pode ser encontrado nos anexos.
Teorema 2.2.2. Se λi ą λi`1 para todo i P t1, 2, . . . u, então para todo x P ZN`
PxrDn˚ P Z` : A1rωn˚ ,8qs “ 1.
2.2.3 Taxas crescentes
O próximo resultado garante que se λi ă λi`1 para todo i P t1, 2, ¨ ¨ ¨ u a partir
de um tempo as partículas são adsorvidas por sítios subsequentes. Sabe-se que ocorre
explosão como visto no Teorema 2.2.1, portanto o próximo teorema permite concluir que
quando função a iÑ λi é crescente ocorre explosão horizontal.
Teorema 2.2.3. Se λi ă λi`1 para todo i P t1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ u então todo sítio j P t1, 2, ¨ ¨ ¨ u
adsorve quase certamente uma quantidade finita de partículas.
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2.2.4 Caso geral
O próximo resultado garante que a partir de um certo tempo as partículas
serão adsorvidas apenas em um sítio m PM .
Teorema 2.2.4. Se λi ‰ λi`1 para todo i P t1, 2, . . . u e M ‰ H, então para todo x P ZN`
existe um sítio aleatório m PM tal que
PxrDn˚ P Z` : Amrωn˚ ,8qs “ 1.
Para a demonstração do Teorema 2.2.4, assim como no caso em que as taxas são
decrescentes, é necessário supor que considerando uma configuração inicial x as próximas
partículas serão adsorvidas até um sítio S ă 8, como pode ser descrito na próxima
hipótese
Hipótese 3. Seja λi ‰ λi`1 para todo i P t1, 2, . . . u então existe quase certamente um
sítio aleatório s tal que nenhum sítio l ą s adsorve partículas.
Uma ideia da demonstração da Hipótese 3 está em anexos.
2.3 Taxas polinomiais
Definimos a taxa polinomial com que cada partícula é alocada em um sitio i,
considerando a configuração Xptq “ x “ pξ1, ξ2, . . . q P ZN`, como
Γipxq :“
#pλiUipxqqα, Uipxq ‰ 0
0, Uipxq “ 0
(2.7)
em que α P N, λi ą 0 para todo i e Ui é definido como em (2.2).
2.3.1 Explosão
O resultado apresentado abaixo, garante a ocorrência de explosão no modelo
polinomial apresentado quando α ě 2, ou seja, avalia se ζ ă 8, em que ζ “ lim
nÞÑ8ωn. Além
disso, o teorema garante a ocorrência de explosão para um modelo de taxa polinomial com
λ constante para todo i quando α ě 2 e a ocorrência de não explosão quando α ď 1.
Teorema 2.3.1. Seja Γi “ pλiUipxqqα, em que Uipxq ą 0, α P N e λi ą 0, a taxa com
que a partícula é adsorvida pelo sítio i, então
(i) Se α ě 2 tem-se que ζ ă 8 para todo x P ZN`.
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(ii) Se α ě 2 e λ é constante tem-se que ζ ă 8 para todo x P ZN`.
(iii) Se 0 ă α ď 1 e λ é constante tem-se que Pxpζ “ `8q “ 1 para todo x P ZN`.
2.4 Taxas logarítmicas
Para a configuração Xptq “ x “ pξ1, ξ2, . . . q P ZN`, definimos a taxa logarítmica
com que cada partícula é alocada em um sitio i por
Γipxq :“
#
lnpUipxq ` 1q, Uipxq ‰ 0
0, Uipxq “ 0
(2.8)
em que Ui é definido como em (2.2).
2.4.1 Explosão
O próximo resultado garante a não ocorrência de explosão quando as taxas
com que cada partícula é adsorvida são logarítmicas.
Teorema 2.4.1. Para todo x P X tem-se que Pxpζ “ `8q “ 1.
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3 Lemas
Para a demonstração do Teorema 2.2.2, é necessário verificar que a partir
de uma configuração inicial x, com probabilidade de cair no sítio 1 positiva, então a
probabilidade das próximas partículas serem adsorvidas somente pelo sítio 1 também será
positiva e não dependente de x.
Lema 3.0.1. Suponha x P ZN` e Λ “ pλ1, λ2, . . . q, tal que PxpA1ω1q ě δ para algum
δ P p0, 1q e λi´1 ą λi para todo i, então existe ε1 “ ε1pΛ, δq ą 0, não dependente de x, tal
que
PxrA1rω1,8qs ě ε1.
Se a partir de uma configuração inicial x o sítio 1 apresentar probabilidade
nula de adsorver a primeira partícula, então existe um sítio j ‰ 1 que possui probabilidade
positiva de adsorver essa partícula e é possível mostrar que esse sítio tem probabilidade
positiva de adsorver um número finito de partículas e a partir de um momento o sítio j´ 1
passa a ter probabilidade de adsorção maior do que o sítio j. Esse resultado garante que
a partir de um momento o sítio 1 terá probabilidade positiva de adsorver a partícula e
continuar adsorvendo todas as próximas partículas de acordo com o Teorema 2.2.2.
Lema 3.0.2. Seja λi ą λi`1 para todo i P t1, 2, . . . u, x P ZN` e j P t1, 2, . . . u tal que
PxrAjω1s ě δ, então existem nj “ njpx, Λq e εj “ εjpδ, Λq não dependente de x tal que
(i) PxrAjrω1,ωnj qs ě εj .





rω1,ωnj qs e PxrA
j´1
ωnj
| Ajrω1,ωnj qs ě
δ
2
Para demonstrar o Teorema 2.2.4 são necessários os próximos lemas
Lema 3.0.3. Suponha x P ZN` e Λ “ pλ1, λ2, . . . q, tal que PxpAmω1q ě δ para algum
δ P p0, 1q e m PM , então existe εm “ εmpΛ, δq ą 0 não dependente de x tal que
PxrAmrω1,8qs ě εm.
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Lema 3.0.4. Seja j P t1, 2, . . . u tal que minpλj´1, λj`1q ă λj ă maxpλj´1, λj`1q. Suponha
x P ZN`, tal que PxrAjω1s ě δ para algum δ P p0, 1q, então existem nj “ njpx, Λq e
εj “ εjpδ, Λq não dependente de x tal que
PxrAjrω1,ωnj qs ě εj .
Lema 3.0.5. Seja j P t1, 2, . . . u um mínimo local. Supondo xZN` tal que PxrAjω1s ě δ para
algum δ P p0, 1q, então existe um número inteiro positivo njpx, Λq e ε “ εpΛ, δq ą 0 não
dependente de x tal que
PxrAjrω1,ωnj qs ě ε e maxi“j˘1PxrA
i
ωnj




4 Demonstrações dos Resultados
4.1 Demonstração do Teorema 2.2.1
Demonstração. Para verificar a ocorrência de explosão quando a taxa de adsorção é
exponencial será utilizado o Teorema 1.2.1. Além disso sem perda de generalidade será








ξi´1 ` ξi ` ξi`1, i ą 1





































Se a partícula cair fora da vizinhança do sítio 1 então U1tx` eiu “ U1txu, já se a partícula











“ eλ1U1pxqe´λ1U1pxq `e´λ1 ´ 1˘` eλ2U2pxqe´λ1U1pxq `e´λ1 ´ 1˘
“ `e´λ1 ´ 1˘ `1` epλ2U2pxq´λ1U1pxqq˘ (4.4)
Portanto, como a configuração inicial sempre tem uma partícula no sitio 1, existe ε ą 0
tal que Γfpxq ă ´ε e pelo Teorema 1.2.1 ocorre explosão.
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4.2 Demonstração do Teorema 2.2.2
Demonstração. Sejam T ď ωn ď ωnj ď ωnj´1 ď . . . , e o evento
BjpT q “ AjpT,ωnj q X A
j´1
rωnj ,ωnj´1 q X ¨ ¨ ¨ X A
2
rωn3 ,ωn2 q X A1rωn2 ,8q. (4.5)
Seja ωn´1 ď T0 e seja j0 o estado em que
P rAj0ωn | XpT0q “ x0s ě maxiPt1,2,... uP rA
i
ωn | XpT0q “ x0s. (4.6)
Então para cada j0, considerando os Lemas 3.0.1 e 3.0.2, segue que
P rBj0pT q | XpT q “ x0s “ P rAj0pT,ωnj0 q X A
j0´1
rωnj0 ,ωnj0´1 q






Começando em um tempo qualquer T0 com XpToq “ x0 e considerando Tk :“
mintn ą Tk´1 : Bjk´1pTk´1q não ocorreu, a última desigualdade implica que
P rTk “ 8 | FTk´1s ě ε, em que tTk´1 ă 8u. (4.8)
Assim,
P rTk ă 8 | FTk´1s ď 1´ ε, em que tTk´1 ă 8u. (4.9)
Seja L :“ maxtk ě 0 : Tk ă 8u, então
P rL ě k | L ě k ´ 1s ď 1´ ε, (4.10)
o que implica que
P rL ă 8s “ 1. (4.11)
Assim Tk “ 8 para algum k. Portanto,
PxrDn˚ P Z` : A1rn˚,8qs “ 1. (4.12)
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4.3 Demonstração do Teorema 2.2.3
Demonstração. Para a demonstração do Teorema 2.2.3 será utilizado o teorema apresentado
por Costa et al. (2018)
Teorema 4.3.1. Seja x P ZN` então existe um sítio k P M tal que limnÑ8 ξipnq “ 8 se e
somente se i “ k.
Supondo que as partículas estão sendo adsorvidas até um sítio s, pelo Teorema
4.3.1 pode-se afirmar que a partir de um número de partículas adsorvidas pelos sítios
t1, 2, ¨ ¨ ¨ , su os sítios de 1 à s ´ 1 não mais adsorvem as próximas partículas, ou seja,
apenas os sítio s adsorve as próximas partículas e já que λj ă λj`1 então eλjpUjpxq`nq ď
eλj`1pUj`1pxq`nq para algum n e então
PxrAs`1ωn | Ajrω1,ωnqs ě PxrAsωn | Ajrω1,ωnqs, (4.13)
em que x é a configuração das partículas que foram adsorvidas até que os sítios de 1 à
s´ 1 não mais adsorve. Assim
maxtmax
i
eλiUipxq, eλs´1pUs´1`nqu ď eλspUspxq`nq ď eλs`1pUs`1pxq`nq. (4.14)
Portanto,
PxrAs`1ωn | Asrω1,ωnqs “ maxi PxrA
i
ωn | Asrω1,ωnqs. (4.15)
Alem disso,
PxrAs`1ωn | Asrω1,ωnqs ą ε, (4.16)
logo
PxrAsωn | Asrω1,ωnqs ď 1´ ε. (4.17)
Seja L :“ maxtn ą 1 : Asωnu, então
PxrL ě n | L ě n´ 1s ď 1´ ε. (4.18)
Implicando que
PxrL ă 8s “ 1. (4.19)
Portanto
PxrDn˚ P Z` : As`1ωn˚s “ 1. (4.20)
Capítulo 4. Demonstrações dos Resultados 39
Portanto, para cada sítio j existe uma quantidade aleatória de partículas nj
tal que, com probabilidade 1, depois de adsorvidas as nj partículas o sítio j não adsorve
mais nenhuma.
4.4 Demonstração do Teorema 2.2.4
Demonstração. Seja T um tempo qualquer em N e os seguintes casos
(i) Seja j um sítio tal que λj´1 ă λj ă λj`1 ă ¨ ¨ ¨ ă λm m é primeiro máximo sítio a
direita de j e T ď ωn ď ωnj ď ωnj`1 ď ¨ ¨ ¨ ď ωnm´1 assim definimos o seguinte evento
BjpT q :“ AjpT,ωnj q X A
j`1
rωnj ,ωnj`1 q X ¨ ¨ ¨ X A
m´1
rωnm´2 ,ωnm´1 q X Amrωnm´1 ,8q. (4.21)
(ii) Seja j um sítio tal que λj`1 ă λj ă λj´1 ă ¨ ¨ ¨ ă λm m é primeiro máximo sítio à
esquerda de j e T ď ωn ď ωnj ď ωnj´1 ď ¨ ¨ ¨ ď ωnm`1 assim definimos o seguinte
evento
BjpT q :“ AjpT,ωnj q X A
j´1
rωnj ,ωnj´1 q X ¨ ¨ ¨ X A
m`1
rωnm`2 ,ωnm`1 q X Amrωnm`1 ,8q. (4.22)
(iii) Seja j um máximo local então
BjpT q “ AjpT,8q (4.23)
Seja ωn´1 ď T0 e seja j0 o estado em que
P rAj0ωn | XpT0q “ x0s ě maxiPt1,2,... uP rA
i
ωn | XpT0q “ x0s (4.24)
Então para cada j0, considerando os Lemas 3.0.3, 3.0.4 e 3.0.5 segue que
P rBj0pT q | XpT q “ x0s ě
mź
k“j0
εkpδ, Λq ą 0 (4.25)
Começando em um tempo qualquer T0 com XpToq “ x0 e considerando Tk :“
mintn ą Tk´1 : Bjk´1pTk´1q não ocorreu
A última desigualdade implica que
P rTk “ 8 | FTk´1s ě ε em tTk´1 ă 8u (4.26)
Assim
P rTk ă 8 | FTk´1s ď 1´ ε em tTk´1 ă 8u (4.27)
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Seja L :“ maxtk ě 0 : Tk ă 8u, então
P rL ě k | L ě k ´ 1s ď 1´ ε, (4.28)
o que implica que
P rL ă 8s “ 1 (4.29)
assim Tk “ 8 para algum k.
Então @ sitio aleatório m
PxrDn˚ P Z` : Amrn˚,8qs “ 1
4.5 Demonstração do Teorema 2.3.1
Demonstração. (i) Utilizamos o Teorema 1.2.1 para verificar a ocorrência de explosão
quando a taxa de adsorção é polinomial. Assim como para as taxas de adsorção
exponencial sem perda de generalidade será considerado a configuração x com pelo






ξi´1 ` ξi ` ξi`1, i ą 1

























Γx,x`ei pfpx` eiq ´ fpxqq












Se a partícula cair fora da vizinhança do sítio 1 então U1tx` eiu “ U1txu, já se a

























Portanto, como a configuração inicial sempre tem uma partícula no sitio 1, existe
ε ą 0 tal que Γfpxq ă ´ε para todo x P X e pelo Teorema 1.2.1 ocorre explosão.
(ii) A ocorrência de explosão pode ser verificada da mesma forma que o item (i) con-
siderando sem perda de generalidade λi “ 1 para todo i e utilizando o Teorema
1.2.1.





em que x é uma configuração com finitas partículas. O item 1 do Teorema 1.2.3 é
satisfeito, já que f ÝÑ 8. Seja g : R` Ñ R` definida como
gpyq :“ 3y `?y. (4.35)













z ` 1q ă `8, (4.36)







































3 , i “ 1

















3 , já que α ď 1 e Uipxq ě 2,
“ gpfpxqq. (4.40)
Como Γfpxq ď gpfpxqq para todo x P X em que α ď 1 então, pelo Teorema 1.2.3,
Pxpζ “ `8q “ 1 para todo x P X, ou seja, não ocorre explosão.
4.6 Demonstração do Teorema 2.4.1




Uipxq ` 1, (4.41)
em que x é uma configuração que contém um número finito de partículas. Dessa forma
temos que f ÝÑ 8 satisfazendo o item 1 do Teorema 1.2.3. Seja também g : R` Ñ R`
definida como










y `?y “ 2 lnp
?
z ` 1q ă `8, (4.43)
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para todo z P R` e além disso lim
zÑ8Gpzq “ limzÑ8 2 lnp
?
z ` 1q “ 8. Portanto gpyq satisfaz
































fpxq ` 2, i “ 1


















Portanto, como o último item do teorema foi satisfeito, no modelo com taxa de adsorção
logarítmica não ocorre explosão de acordo com o Teorema 1.2.3.
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5 Demonstração dos lemas
5.1 Demonstrações dos Lemas 3.0.1 e 3.0.2

















rP ik, pode-se encontrar um limitante superior para Ă∆k da seguinte forma
Ă∆krP 1k “
ř

































Combinando a ultima desigualdade com o fato de que ĂP 1k ` Ă∆k “ 1, temos que









ô 1Ă∆k ě δe
kpλ1´λ2q ` p1´ δq
1´ δ
ô Ă∆k ď 1´ δ





p1´ Ă∆kq ě δeř8k“1 lnp1´akq. (5.4)
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Além disso, 0 ă akpδ, Λq ď 1 ´ δ, usando desigualdade da função logarítmica, pode-se
encontrar uma constante C “ Cpδq P p0,8q tal que lnp1´ akq ě ´Cak. Assim,
8ÿ
k“1







































Portanto de (5.4) temos que





“: ε1pδ, Λq ą 0. (5.6)
Lema 3.0.2. (i) Seja ĂP ik :“ PxrAiωk | Ajrω1,ωkqs. Assim






















p1´ pak ` bkqq. (5.7)
em que ak “ rP j´1k e bk “ ÿ
i‰tj´1,ju
ĂP ik. Os termos de ak e bk podem ser limitados através de
algumas manipulações
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“ rP j´1krP jk e´pλj´1´λjq, (5.8)
com k “ 3, ¨ ¨ ¨ , nj´1. Então,rP j´1nj´1rP jnj´1 `
rP j´1nj´2rP jnj´2 ` ¨ ¨ ¨ `
rP j´12rP j2 “
rP j´1nj´1rP jnj´1 `
rP j´1nj´1rP jnj´1 e´pλj´1´λjq ` . . .









rP j´1nj´1rP jnj´1 11´ e´pλj´1´λjq
ď 11´ e´pλj´1´λjq . (5.9)
Assim, pode-se limitar a soma de ak
nj´1ÿ
k“2
ak “ rP j´1nj´1` rP j´1nj´2` . . . rP j´12 ď rP j´1nj´1rP jnj´1`
rP j´1nj´2rP jnj´2`¨ ¨ ¨`
rP j´12rP j2 ď 11´ e´pλj´1´λjq . (5.10)








ĂP ik ` rP j`1krP jk
“
ř






















































bk “ b2 ` b3 ` ¨ ¨ ¨ ` bnj´1






























pak ` bkq ă 11´ e´pλj´1´λjq `
δ´1
1´ e´pλj´λj`1q . (5.13)
Além disso, rP jk ` rP j´1k é crescente em k “ 1, 2, . . . , nj. De fato,
rP jk ` rP j´1k “ rP jk´1eλj ` rP j´1k´1eλj´1
ě rP jk´1 ` rP j´1k´1 , (5.14)
logo se rP jk ` rP j´1k ě rP jk´1 ` rP j´1k´1 ě ¨ ¨ ¨ ě δ para k “ 2, . . . , nj. como rP jk ` rP j´1k ě δ erP jk ą rP j´1k , para k ă nj, então rP jk ě δ2 e assim
ak ` bk “ 1´ rP jk ď 1´ δ2 .
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obtém-se εpδ, Λq tal que
PxrAjrω1,ωnj qs ě εpδ, Λq (5.15)
De fato, como ak ` bk ď 1 ´ δ2 usando desigualdade da função logarítmica,
existe C P p0,8q tal que lnp1´ pak ` bkqq ě ´Cpak ` bkq, assim

















“: εj ą 0 (5.16)
(ii) Seja rP j´1nj :“ PxrAj´1ωnj | Ajrω1,ωnj qs, como rP j´1nj ` rP jnj ě δ e rP j´1nj ě rP jnj , ou
seja, por definição de nj então, rP j´1nj ě δ2 (5.17)
5.2 Demonstrações dos Lemas 3.0.3, 3.0.4 e 3.0.5
Lema 3.0.3. Seja rP ik :“ PxrAiωk`1 | Amrω1,ωkss, para k “ 1, 2, . . .
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se Ă∆k :“ ÿ
i‰m















































iPNzupmq Γipxq ` Γm´1pxq ` Γm`1pxq
Γmpxq
˙





















ô 1Ă∆k ě δe
kpλm´λq ` p1´ δq
1´ δ
ô Ă∆k ď 1´ δ









r∆k¸ ě δeř8k“1 lnp1´akq. (5.21)
Além disso, 0 ă akpδ, Λq ď 1 ´ δ, assim usando desigualdade da função logarítmica,
pode-se encontrar uma constante C “ Cpδq P p0,8q tal que lnp1 ´ akq ě ´Cak, então
analogamente à demonstração do Lema 3.0.1 tem-se que
8ÿ
i“1








1´ δ ` δekpλm´λq






























“: εmpδ, Λq ą 0 (5.23)
Lema 3.0.4. A demonstração é a mesma do Lema 3.0.2 item i, já que podemos considerar
sem perda de generalidade λj´1 ą λj. Então









“: εj ą 0. (5.24)
Se considerarmos λj ă λj`1 então de forma análoga a demonstração do 3.0.2 obtemos que









“: εj ą 0. (5.25)
Lema 3.0.5. Seja rP ik “ PxrAiωk | Ajrω1,ωkqs seja nj “ njpΛ, δq o menor número tal que
max
i“j`1,j´1
rP inj ě rP jnj
De maneira análoga ao Lema 3.0.2 pode-se mostrar que existe εjpδ, Λq tal que
PxrAjrω1,ωnj qs ě ε
Seja j˚ P tj ´ 1, j ` 1u o índice que primeiro ultrapassa a probabilidade em j. Então o
lema pode ser aplicado para j˚.
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6 Simulação do Processo de Crescimento
Neste capítulo serão apresentados as simulações e resultados obtidos e o método
utilizado para gerar o sítio aleatório em que a partícula foi adsorvida.
6.1 Simulação
Para verificar o processo de adsorção das partículas foram realizadas simulações,
considerando um número finito de sítios e diferentes fórmulas para os parâmetros λi. A
simulação do processo consistiu em atribuir valores pré-fixados para λ e considerando uma
configuração inicialXp0q. Os cálculos foram realizados utilizando-se Sistema Computacional
Estatístico R (R Core Team, 2017).
Para os valores de lambdas foram consideradas funções crescentes, decrescentes,
funções que possuem máximos local e funções constantes. Além disso, foram consideradas
diferentes configurações iniciais. A cada iteração feita um novo sítio é escolhido para
receber uma nova partícula com probabilidade definida anteriormente em (2.3). Para a
escolha do sítio foi utilizado o método da transformada inversa.
6.1.1 Método da transformada inversa
O método da transformada inversa consiste na simulação de variáveis aleatórias
de outros modelos probabilísticos, através da simulação inicial com variáveis aleatórias
uniformemente distribuídas em r0, 1s.
Para gerar variáveis aleatórias a partir de distribuições discretas, Ross (2010),
apresenta um método análogo da transformada inversa.
Seja,





Para simular X para o qual P rX “ xis “ Pi, supondo U uniformemente
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distribuído ao longo de r0, 1s façamos
X “
$’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’&’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’%
x1, se U ď P1


























tem-se que X tem a distribuição desejada.
Os resultados dessa simulação permitem a análise do comportamento assintótico
do processo de adsorção. Se considerar, por exemplo, λi “ i, em que i representa o i´ésimo
sítio e se a configuração inicial conta com apenas uma partícula no sítio 1, então a primeira
partícula pode ser adsorvida apenas pelos sítios 1 ou 2, que são os únicos com vizinhança
diferente de 0. A probabilidade da partícula ser adsorvida nos sítios 1 e 2 são dadas
respectivamente por
P rcair em 1s “ e
1
e1 ` e2 , (6.4)
P rcair em 2s “ e
1
e1 ` e2 . (6.5)
A probabilidade da partícula ser adsorvida nos demais sítios é
P rcair em algum outro sítios “ 0. (6.6)
6.2 Resultados das simulações
Nessa seção serão apresentados os resultados obtidos considerando diferentes
fórmulas para lambdas e diferentes configurações iniciais x.
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6.2.1 Lambdas decrescentes
Na Figura 3 é apresentado o sítio onde cada partícula foi adsorvida, em que
cada sítio i possui probabilidade de adsorção relacionada à λi “ 1{i. A configuração
inicial considerada foi x “ p1, 0, ¨ ¨ ¨ q. Para uma melhor visualização, as Figuras mostram
o processo de adsorção das primeiras 10, 50, 100 e 1000 partículas, respectivamente.
Figura 3 – Adsorção das partículas considerando λi “ 1{i, configuração inicial x “











































































































































































É possível observar na Figura 3, que a adsorção da primeira partícula ocorreu
no sítio 2, a segunda e terceira foi no sítio 1, já a quarta partícula foi adsorvida pelo sítio
2 novamente e o sítio 1 adsorve todas as próximas partículas, o que está de acordo com o
Teorema 2.2.2.
Na Figura 4 é apresentado o sítio em que cada partícula foi adsorvida consi-
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derando x “ p1, 2, 1, 0, . . . q como configuração inicial. As Figuras 4(a), 4(b), 4(c) e 4(d)
mostram o processo de adsorção das primeiras 10, 50, 100 e 1000 partículas, respectiva-
mente.
Figura 4 – Adsorção das partículas considerando λi “ 1{i, configuração inicial x “











































































































































































As primeiras partículas foram adorvidas pelos sítios 1, 2 e 3 e todas as próximas
partículas são adsorvidas pelo o sítio 1 como pode ser visto na Figura 4.
Na figura 5 está apresentado o sítio em que as primeiras partículas foram
adsorvidas, após a configuração inicial que apresenta partículas nos primeiros 8 sítios e
cada sítio i possui probabilidade de adsorção relacionada à λi “ 1{i e a vizinhança de
cada sítio.
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Figura 5 – Adsorção das partículas considerando λi “ 1{i, configuração inicial com partí-
culas nos primeiros 8 sítios e os momentos de transição (a) n=10 (b) n=50 (c)










































































































































































Na Figura 5, é possível ver que o sítio 2 adsorve todas as partículas no início e a
partir de um tempo as partículas são adsorvidas pelo sítio 1. A diferença de comportamento
do processo de adsorção analisado pela configuração inicial com 8 sítios com partículas
em relação as outras duas configurações iniciais com um e três sítios com partículas é que
nesse caso mais partículas são adsorvidas fora do sítio 1.
Na Figura 6 está apresentado o sítio em que as primeiras partículas foram
adsorvidas após a configuração inicial, que apresenta partículas apenas nos 12 primeiros
sítios, que cada sítio i possui também probabilidade de adsorção relacionada à λi “ 1{i e
a vizinhança de cada sítio.
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Figura 6 – Adsorção das partículas considerando λi “ 1{i, configuração inicial com partí-
culas nos primeiros 12 sítios e os momentos de transição (a) n=10 (b) n=50 (c)










































































































































































De forma análoga ao comportamento observado pelas diferentes configurações
iniciais apresentados nas Figuras 3, 4 e 5 verifica-se na Figura 6 que a partir de um tempo
as partículas são adsorvidas pelo sítio 1.
A Figura 7 apresenta o sítio em que as primeiras partículas foram adsorvidas
após a configuração inicial em que existem partículas apenas nos sítios de 10 à 30, e que
cada sítio i possui também probabilidade de adsorção relacionada à λi “ 1{i e a vizinhança
de cada sítio. Para uma melhor visualização, as Figuras mostram, respectivamente, o
processo de adsorção das primeiras 10, 50, 1000 e 10000 partículas.
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Figura 7 – Adsorção das partículas considerando λi “ 1{i, configuração inicial com partí-
culas nos primeiros 12 sítios e os momentos de transição (a) n=10 (b) n=50 (c)
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É possível verificar na Figura 7 que as primeiras partículas são adsorvidas de
forma aleatória nos sítios em que as vizinhanças são diferentes de zero, mas que a partir de
um número de partículas adsorvido as próximas partículas são adsorvidas por sítios cada
vez mais próximos do sítio 1 até que o sítio 1 tenha probabilidade positiva de adsorver e
então adsorver todas as próximas partículas.
Na Figura 8 apresenta-se o sítio em que cada partícula foi adsorvida, conside-
rando que cada sítio i possui probabilidade de adsorção relacionada à λi “ 1{logpi` 1q e
considerando também a configuração inicial x “ p1, 0, ¨ ¨ ¨ q.
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Figura 8 – Adsorção das partículas considerando λi “ 1{logpi ` 1q, configuração inicial











































































































































































Verifica-se na Figura 8 que as primeiras partículas são adsorvidas pelos sítios 1
e 2 e que a partir da quinta partícula somente o sítio 1 adsorve.
A Figura 9 apresenta o sítio em que cada partícula foi adsorvida considerando
ainda que cada sítio i possui probabilidade de adsorção relacionada à λi “ 1{logpi` 1q e
a configuração inicial com os 12 primeiros sítios contendo uma quantidade aleatória de
partículas.
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Figura 9 – Adsorção das partículas considerando λi “ 1{ logpi ` 1q, configuração inicial
com partículas nos primeiros 12 sítios e os momentos de transição (a) n=10 (b)










































































































































































Nota-se que as primeiras partículas são adsorvidas nos sítios 3 e 4 após um
tempo as partículas são adsorvidas pelos sítios 2 e 3 depois adsorvidas pelos sítios 1 e 2 e
então depois passam a serem adsorvidas apenas pelo sítio 1 (FIGURA 9).
Nas Figuras 10 e 11 são apresentados o sítio em que cada partícula foi adsorvida
considerando que cada sítio i possui probabilidade de adsorção relacionada à λi “ 1{ei e a
com as respectivas configurações iniciais x “ p1, 0, ¨ ¨ ¨ q e x1 “ pξ1, ξ2, ¨ ¨ ¨ q tal que ξi “ 0
para todo i ą 12, ou seja, os primeiros 12 sítios contendo uma quantidade aleatória de
partículas.
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Figura 10 – Adsorção das partículas considerando λi “ 1{ei, configuração inicial x “
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Figura 11 – Adsorção das partículas considerando λi “ 1{ei, configuração inicial com
partículas nos primeiros 12 sítios e os momentos de transição (a) n=10 (b)










































































































































































Pode-se observar nas Figuras 10 e 11 que o comportamento dos processos de
adsorção foram análogos para as configuração iniciais consideradas, apresentando adsorção
das primeiras partículas em diferentes sítios e a partir de um tempo passam a serem
adsorvidas pelo sítio 1.
A Figura 12 apresenta o sítio em que cada partícula foi adsorvida considerando
ainda que cada sítio i possui probabilidade de adsorção relacionada à λi “ 1{ei e a
configuração inicial com partículas do sítio 10 ao sítio 30.
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Figura 12 – Adsorção das partículas considerando λi “ 1{ei, configuração inicial com
partículas nos sítios de 10 à 30 e os momentos de transição (a) n=10 (b) n=50
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É possível verificar na Figura 12 que mesmo a configuração inicial não tendo
partículas no sítio 1 há um comportamento análogo aos demais casos em que λi “ 1{ei,
ou seja, depois de adsorvidas algumas partículas as próximas são adsorvidas apenas pelo
sítio 1.
Analisando de uma forma geral o comportamento do processo de adsorção
considerando λ decrescente, λi “ 1
i
, λi “ 1logp1` iq e λi “
1
ei
, e diferentes configurações
iniciais, pode-se observar que a partir de um momento as partículas passam a ser adsorvidas
somente pelo sítio 1, como foi visto no Teorema 2.2.2.
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6.2.2 Lambdas crescentes
Nessa seção estão os resultados das simulações considerando λ crescentes,
assim como na última seção serão considerados diferentes funções i ÝÑ λi e diferentes
configurações iniciais.
A Figura 13 apresenta o sítio em que cada partícula foi adsorvida considerando
ainda que cada sítio i possui probabilidade de adsorção relacionada à λi “ i e a configuração
inicial com apenas uma partícula no sítio 1.
Figura 13 – Adsorção das partículas considerando λi “ i, configuração inicial x “ p1, 0, ¨ ¨ ¨ q










































































































































































Pode-se observar que a primeira partícula é adsorvida pelo sitio 2 e depois é
adsorvida pelo sítio 1, a terceira e quarta são adsorvidas novamente pelo sítio 2 e depois o
sítio 3 passa a adsorver as próximas partículas (FIGURA 14(a)). Observa-se na Figura
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13, de uma forma geral, que a partícula é adsorvida por um sítio i depois passa a ser
adsorvida pelo próximo sítio i` 1, voltando algumas vezes para o sítio i até que passa a
ser adsorvida apenas pelo sítio i` 1 e depois de um tempo oscila entre i` 1 e i` 2.
Na Figura 14 está representado o sítio em que cada partícula foi adsorvida,
considerando uma configuração inicial x “ p1, 2, 1, ¨ ¨ ¨ q.
Figura 14 – Adsorção das partículas considerando λi “ i, configuração inicial x “











































































































































































A primeira partícula é adsorvida pelo sítio 2 e as próximas 10 partículas são
adsorvidas pelo sítio 3 (FIGURA 15(a)). As partículas nesse caso são adsorvidas em sítio
por um tempo e depois passam a ser adsorvidas pelo próximo sítio por um tempo maior
como pede ser visto na Figura 14.
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A Figura 15 apresenta o sítio em que cada partícula foi adsorvida para λi “ i
e configuração inicial com partículas nos 8 primeiros sítios.
Figura 15 – Adsorção das partículas considerando λi “ i, configuração inicial com partícu-
las nos 8 primeiros sítios e os momentos de transição (a) n=10 (b) n=50 (c)










































































































































































Observa-se que de maneira análoga as últimas figuras apresentadas as partículas
são adsorvidas por sítios subsequentes, na Figura 15, é possível ver que a primeira partícula
é adsorvida pelo sítio 7.
A Figura 16 mostra o sítio em que cada partícula é adsorvida, considerando
uma configuração inicial com um número aleatório de partículas nos primeiros 20 sítios.
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Figura 16 – Adsorção das partículas considerando λi “ i, configuração inicial com partícu-
las nos primeiros 12 sítios e os momentos de transição (a) n=10 (b) n=50 (c)










































































































































































É possível ver na Figura 16 que o processo de adsorção ocorre de forma
semelhante ao que ocorreu nas demais configurações, o sítio 9 adsorve as primeiras
partículas que passam a ser adsorvidas depois por sítios subsequentes, e nota-se que
as primeiras 1000 partículas são adsorvidas apenas pelos sítios 9, 10 e 11. Portanto as
partículas são adsorvidas pelo sítio subsequente depois que o sítio adsorve um número
partículas e esse número aumenta à cada próximo sítio.
As Figuras 17,18,19,20 apresentam o sítio em que as primeiras partículas são
adsorvidas considerando λ “ logpnq com as respectivas configurações iniciais x “ p1, 0, ¨ ¨ ¨ q,
x “ p1, 2, 1, 0, ¨ ¨ ¨ q, x “ p6, 7, 9, 4, 6, 24, 22, 13, 0, 0, ¨ ¨ ¨ q e x “ p34, 51, 41, 64, 50, 16, 21, 6, 29, 9,
37, 67, 0, 0 ¨ ¨ ¨ q.
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Figura 17 – Adsorção das partículas considerando λi “ logpiq, configuração inicial x “











































































































































































Observa-se na Figura 17 que a primeira e segunda partículas são adsorvidas
pelo sítio 2 as próximas são adsorvidas pelos sítios subsequentes.
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Figura 18 – Adsorção das partículas considerando λi “ logpiq, configuração inicial x “











































































































































































Na Figura 18 é possível ver que as partículas são adsorvidas pelos sítios
subsequentes.
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Figura 19 – Adsorção das partículas considerando λi “ logpiq, configuração inicial x “
p6, 7, 9, 4, 6, 24, 22, 13, 0, 0, ¨ ¨ ¨ q e os momentos de transição (a) n=10 (b) n=50










































































































































































Assim como nas duas últimas representações é possível ver na Figura 19 que
as partículas são adsorvidas pelos sítios subsequentes, porém nesse caso as primeiras
partículas são adsorvidas pelos sítio 8.
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Figura 20 – Adsorção das partículas considerando λi “ logpiq, configuração inicial x “
p34, 51, 41, 64, 50, 16, 21, 6, 29, 9, 37, 67, 0, 0 ¨ ¨ ¨ q e os momentos de transição (a)










































































































































































Como pode ser visto na Figura 20 as primeiras partículas são adsorvidas pelo
sítio 11, seguindo um comportamento análogo aos demais casos em que a partir de um
tempo as partículas são adsorvidas pelos sítios subsequentes.
As Figuras 21,22,23,24 apresentam o sítio em que as primeiras partículas são
adsorvidas considerando λ “ logpnq com as respectivas configurações iniciais x “ p1, 0, ¨ ¨ ¨ q,
x “ p1, 2, 1, 0, ¨ ¨ ¨ q, x “ p20, 9, 37, 44, 44, 9, 40, 50, 0, 0, ¨ ¨ ¨ q e x “ p68, 71, 69, 9, 83, 76, 53, 43, 82, 61, 22, 5, 0, 0 ¨ ¨ ¨ q.
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Figura 21 – Adsorção das partículas considerando λi “ ei, configuração inicial x “

























































































































































Na Figura 21 é possível ver que as partículas são adsorvidas pelos sítios
subsequentes, sendo que apenas uma partícula é adsorvida em cada sítio.
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Figura 22 – Adsorção das partículas considerando λi “ ei, configuração inicial x “











































































































































































Pode-se notar na Figura 22 que as partículas são adsorvidas pelos sítios subse-
quentes, nesse caso cada sítio adsorve duas partículas.
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Figura 23 – Adsorção das partículas considerando λi “ ei, configuração inicial x “
p20, 9, 37, 44, 44, 9, 40, 50, 0, 0, ¨ ¨ ¨ q e os momentos de transição (a) n=10 (b)










































































































































































Observa-se na figura 23 que as primeiras partículas são adsorvidas pelo sítio
9 depois são adsorvidas pelos sítios subsequentes, pode-se observar na Figura 24(c) que
depois de adsorvidas algumas partículas o comportamento do processo de adsorção fica
como o processo apresentado na Figura 22, ou seja, cada sítio adsorve duas partículas.
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Figura 24 – Adsorção das partículas considerando λi “ ei, configuração inicial x “
p68, 71, 69, 9, 83, 76, 53, 43, 82, 61, 22, 5, 0, 0 ¨ ¨ ¨ q. e os momentos de transição










































































































































































Na figura 24 é possível observar que o comportamento é análogo ao apresentado
anteriormente na Figura 23, depois de algumas partículas adsorvidas então um sítio i
adsorve duas partículas, depois o sítio i`1 adsorve as próximas duas e assim sucessivamente.
6.2.3 Caso geral
Para verificar o comportamento do processo de adsorção quando a função
i ÝÑ λ possui máximos locais foram realizadas simulações com diferentes configurações
iniciais considerando λi “ |senpiq|.
A Figura 25 apresenta o sítio em que as partículas são adsorvidas considerando
a configuração inicial x “ p1, 0, 0, ¨ ¨ ¨ q
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Figura 25 – Adsorção das partículas considerando λi “ |senpiq|, configuração inicial x “











































































































































































Observa-se na Figura 25 que as primeiras partículas são adsorvidas pelos sítios
1 e 2 e depois de adsorvidas algumas partículas o sítio 2 passa a adsorver todas as próximas
partículas, como a função apresenta um máximo local em 2 o resultado obtido pela
simulação está de acordo com o resultado do Teorema (2.2.4).
Na Figura 26 está apresentado o sítio em que cada partícula é adsorvida
considerando a configuração inicial x “ p1, 2, 1, 0, ¨ ¨ ¨ q
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Figura 26 – Adsorção das partículas considerando λi “ |senpnq|, configuração inicial x “











































































































































































Pode-se observar na Figura 26 que as partículas são adsorvidas pelo sitio 2
com exceção de algumas que são adsorvidas pelo sítio 1, porém depois de adsorvidas
aproximadamente 40 partículas o único sítio que adsorve as próximas partículas é o sítio 2
que é um máximo local.
A Figura 27 apresenta o sítio em que as partículas são adsorvidas considerando
uma configuração inicial com uma quantidade aleatória de partículas nos primeiros 8 sítios.
Para esse caso em particular a configuração inicial foi x “ p2, 19, 21, 17, 29, 14, 25, 10, 0, ¨ ¨ ¨ q
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Figura 27 – Adsorção das partículas considerando λi “ |senpnq|, configuração inicial x “
p2, 19, 21, 17, 29, 14, 25, 10, 0 ¨ ¨ ¨ q. e os momentos de transição (a) n=10 (b)










































































































































































Considerando a configuração inicial da Figura 27 é possível notar que as
primeiras 1000 partículas são todas adsorvidas pelo sítio 5 que também é um máximo local,
o que está de acordo com o resultado do Teorema 2.2.4, ou seja para uma configuração
inicial x existe um máximo local tal que a partir de um tempo adsorve todas as partículas.
Na Figura 28 está o sítio em que as partículas são adsorvidas considerando uma
configuração inicial com uma quantidade aleatória de partículas nos primeiros 12 sítios.
Para esse caso em particular a configuração inicial foi x “ p2, 3, 5, 3, 3, 4, 2, 1, 4, 3, 2, 4, 0, ¨ ¨ ¨ q
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Figura 28 – Adsorção das partículas considerando λi “ |senpnq|, configuração inicial x “
p2, 3, 5, 3, 3, 4, 2, 1, 4, 3, 2, 4, 0 ¨ ¨ ¨ q. e os momentos de transição (a) n=10 (b)










































































































































































Todas partículas são adsorvidas pelo sítio 5, que é um máximo local, a partir
de um tempo como pode ser visualizado na Figura 28, portanto o comportamento está de
acordo com o Teorema 2.2.4.
6.2.4 Lambdas constantes
Nas próximas figuras estão apresentados os sítios em que cada umas das
partículas são adsorvidas considerando diferentes configurações iniciais.
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Figura 29 – Adsorção das partículas considerando λi “ 1 e configuração inicial x “


























































































































































Observa-se na Figura 29 que todas as partículas são adsorvidas pelos sítios 1 e
2, ja que o sítio 3 não adsorveu nenhuma partícula a probabilidade de adsorção nesses
dois sítios são iguais em todo o processo de adsorção das partículas.
A Figura 30 mostra o processo de adsorção das partículas considerando uma
configuração inicial, x “ p1, 2, 1, 0, ¨ ¨ ¨ q, em que o sítio 2 tem uma vizinhança um pouco
maior do que os demais sítios com probabilidade positiva de adsorver a próxima partícula.
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Figura 30 – Adsorção das partículas considerando λi “ 1 e configuração inicial x “










































































































































































Na Figura 30 é possível ver que todas as partículas são adsorvidas pelos sítios
2 e 3.
Capítulo 6. Simulação do Processo de Crescimento 81
Figura 31 – Adsorção das partículas considerando λi “ 1 e configuração inicial x “










































































































































































Já na Figura 31 observa-se que todas as partículas são adsorvidas pelos sítios 6
e 7.
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Figura 32 – Adsorção das partículas considerando λi “ 1 e configuração inicial x “











































































































































































Na Figura 32 podemos ver que todas as partículas são adsorvidas pelo sítio 8.
Pelas simulações conclui-se que se dois sítios têm uma vizinhança com probabilidades de
adsorção semelhantes então esses dois irão adsorver todas as partículas a partir de um
instante t, já se um sítio tem probabilidade muito maior que os demais sítios de adsorver a
primeira partícula, como aconteceu com o sítio 8, então este adsorverá todas as partículas
a partir de um tempo t.
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7 Considerações finais
Neste trabalho, através de um modelo probabilístico, estudou-se o comporta-
mento do processo de adsorção de partículas em uma superfície adsorvente. Foram obtidos
resultados sobre a ocorrência ou não de explosão para diferentes taxas de adsorção. Quando
a taxa de cada sítio i adsorver a próxima partícula é exponencial e depende de um λi
foi considerado também diferentes valores de λ1s. Foram apresentados os resultados de
simulações mostrando os sítios em que as primeiras partículas foram adsorvidas a partir
de uma configuração inicial dada, considerando a taxa exponencial. Os resultados obtidos
estavam de acordo com as simulações realizadas.
Na realização deste trabalho deparamo-nos com alguns problemas interessantes,
alguns foram abordados por nós outros não, sendo assim deixamos aqui alguns assuntos
que podem serem aprofundados, na sequência deste trabalho, como, estudar o comporta-
mento do processo de adsorção para a taxa exponencial quando λ1s são iguais, estudar o
comportamento do processo de adsorção para diferentes taxas e vizinhanças e o estudo de
uma abordagem prática para o modelo estudado.
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ANEXO A – Ideia da Demonstração das
hipóteses 1 e 2
Demonstração. Podemos supor sem perda de generalidade uma configuração inicial x tal
que ξ1 “ 1 e ξi “ 0 para todo i ‰ 1. Seja
T sy :“ to sítio s adsorve a próxima partícula considerando a configuração yu.
Inicialmente vamos verificar que a probabilidade de um sítio s adsorver a primeira partícula
a partir da configuração inicial x é maior se cada sítio do 2 ao S adsorver apenas uma
partícula cada. Para verificar essa afirmação vamos considerar yi, em que i P ts´ 1, ¨ ¨ ¨ u,
todas as possíveis configurações em que são adsorvidas i´ 1 partículas e o sítio s adsorve
a primeira partícula. Portanto ys´1 é uma configuração única em que cada sítio do 2 até o
sítio s adsorve apenas uma partícula. Dessa forma, queremos mostrar que
PxrT sys´1s ě PxrT syis, @i.
Facilmente se verifica que PxrT sys´1s ě PxrT syss para todo ys. Considerando y1s
uma das possíveis configurações de ys, em que são adsorvidas uma partícula no sítio 2
duas partículas no sítio 3 e uma partícula do sítio 4 ao sítio s. Então,
Pxry1ss “ PxrA2ω1s ˆ PxrA3ω2 | A2ω1s ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ PxrAsωs | A2ω1 XA3rω2,ω3q XA4ω4 X ¨ ¨ ¨As´1ωs´1s
“ e
λ2
peλ1 ` eλ2q ˆ
eλ3
pe2λ1 ` e2λ2 ` eλ3q ˆ
e2λ3
pe2λ1 ` e3λ2 ` e2λ3 ` eλ4q ˆ
e2λ4
pe2λ1 ` e4λ2 ` e3λ3 ` e2λ4qˆ
ˆ e
λ5
pe2λ1 ` e4λ2 ` e4λ3 ` e3λ4 ` eλ5q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ
eλs
pe2λ1 ` e4λ2 ` e4λ3 ` e4λ4 `řs´2i“5 e3λi ` e2λs´1 ` eλsq
ď e
λ2
peλ1 ` eλ2q ˆ
eλ3
pe2λ1 ` e2λ2 ` eλ3q ˆ
e2λ3
pe2λ1 ` e3λ2 ` e2λ3 ` eλ4q ˆ
eλ4eλ4
pe2λ1 ` e3λ2 ` e2λ3 ` eλ4qˆ
ˆ e
λ5
pe2λ1 ` e3λ2 ` e3λ3 ` e2λ4 ` eλ5q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ
eλs





peλ1 ` eλ2q ` pe2λ1 ` e2λ2 ` eλ3q ` ¨ ¨ ¨ ` pe2λ1 ` e4λ2 ` e4λ3 `řs´2i“4 e3λi ` e2λs´1 ` eλsqˆ
ˆ e
2λ3`λ4





peλ1 ` eλ2q ` pe2λ1 ` e2λ2 ` eλ3q ` ¨ ¨ ¨ ` pe2λ1 ` e4λ2 ` e4λ3 `řs´2i“4 e3λi ` e2λs´1 ` eλsq
“ Pxrys´1s,
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de forma análoga pode-se verificar que essa desigualdade vale para qualquer configuração
ys. Alem disso, já que ys`k são todas as configurações em que são adsorvidas s` k´ 1 dos
sítios 1 ao sítio s´ 1 e uma partícula no sítio s vamos considerar y1s`k umas das possíveis
configurações de ys`k definida da seguinte forma
y1s`k :“ tsão adsorvidas k+3 partículas em 2 e uma partícula do sítio 3 ao sítio su.
Então,
Pxry1s`ks “ PxrA2ω1s ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ PxrA2ωk`2 | A2rω1,ωk`1ss ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ PxrAsωs`k | Arω1,ωk`2ss2 X ¨ ¨ ¨As´1ωs`k´1s
“ e
λ2
peλ1 ` eλ2q ˆ
e2λ2
pe2λ1 ` e2λ2 ` eλ3q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ
epk`1qλ2
pepk`2qλ1 ` epk`2qλ2 ` epk`1qλ3qˆ
ˆ e
pk`2qλ3
pepk`3qλ1 ` epk`3qλ2 ` epk`2qλ3q ˆ
eλ4
pepk`3qλ1 ` epk`4qλ2 ` epk`3qλ3 ` eλ4qˆ
ˆ e
λ5
pepk`3qλ1 ` epk`4qλ2 ` epk`4qλ3 ` e2λ4 ` eλ5q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ
ˆ e
λs
pepk`3qλ1 ` epk`4qλ2 ` epk`4qλ3 `řs´2i“4 e3λi ` e2λs´1 ` eλsq
ě e
λ2
peλ1 ` eλ2q ˆ
e2λ2
pe2λ1 ` e2λ2 ` eλ3q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ
epk`1qλ2
pepk`2qλ1 ` epk`2qλ2 ` epk`1qλ3qˆ
ˆ e
pk`2qλ2eλ3
pepk`3qλ1 ` epk`3qλ2 ` epk`2qλ3q ˆ
epk`2qλ3
pepk`4qλ1 ` epk`4qλ2 ` epk`3qλ3 ` eλ4qˆ
ˆ e
λs
pepk`4qλ1 ` epk`5qλ2 ` epk`5qλ3 `řs´2i“4 e3λi ` e2λs´1 ` eλsq
“ PxrA2ω1s ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ PxrA2ωk`3 | A2rω1,ωk`2ss ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ PxrAsωs`k`1 | Arω1,ωk`3ss2 X ¨ ¨ ¨As´1ωs`ks
“ Pxry1s`k`1s.
Logo, por indução a afirmação (3.14) é verdadeira, ou seja, quanto mais par-












eλ1 ` eλ2 ˆ
eλ3
e2λ1 ` e2λ2 ` eλ3 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ
eλs













2eλ23eλ3 ¨ ¨ ¨ seλs










“ e´ 2 ă 8
Portanto, podemos afirmar quase certamente que existe um sítio aleatório s tal
que nenhum sítio l ą s adsorve partículas pela configuração y .
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ANEXO B – Ideia da Demonstração da
hipótese 3
Demonstração. Seja x “ p1, 0, ¨ ¨ ¨ q a configuração inicial e suponhamos sem perda de
generalidade que 1 PM , ou seja t1,m1,m2, ¨ ¨ ¨ u PM , em que M é o conjunto de máximos
locais da função iÑ λi. Vamos considerar o seguinte evento
Ci :“ a partícula é adsorvida no i-ésimo máximo local depois de 1 por uma configraçãoy,
e a seguinte configuração
















eλm1 pξm1 q ` eλm1`1pξm1 q ` ¨ ¨ ¨ `
eλmi´1`1pξmi´1 q





eλm1`1pξm1 q ` eλm1`1pξm1 q ` ¨ ¨ ¨ `
eλmi´1`1pξmi´1 q

















Portanto existe quase certamente um sítio m P M tal que depois desse sítio
nenhum outro máximo irá adsorver a próxima partícula.
